Tentamen Groepentheorie, dinsdag 26 januari 2010,

14.00-17.00.

De opgaven tellen alle vijf even zwaar. Veel Succes!

(1)

(2)

(3)

(5)

(a) Gegeven is een natuurlijk getal n > 2. Laat zien dat
(1+ n) mod n? een element is van (Z/n?Z)*.

(b) Bewijs vervolgens (bijv. met volledige inductie) dat voor
k € N geldt (14 n)* = 1+ kn mod n?, en bepaal de orde
van 1+ n in de groep (Z/n*Z)*.

(c) Bevat (Z/100Z)* een element met orde 40?7 Bewijs je ant-
woord.

Bepaal de orde van 7 = (5 6 7 8 9)(3 4 5 6)(2 3 4)(1 2) in
de groep Ss. Is T een even of een oneven permutatie? Hoeveel
elementen bevat de conjugatieklasse van 77

Toon aan dat G = {(‘; 5;) |a,b€Q en a? — 5b? # 0} een com-
mutatieve groep is, en dat H = {A € G | det(A) > 0} een
ondergroep is met index |G : H] = 2.

In de groep bestaande uit alle bijecties van R? naar R? nemen
we de ondergroep G, voortgebracht door de drie bijecties ¢,p
en s. Hier is t de translatie gegeven door t(z,y) = (& + 1,¥)
en p is de puntspiegeling p(z,y) = (—z,—y) en s is de gewone
spiegeling s(z,y) = (—z,y). Laat zien dat H := {t* | k € Z}
een normaaldeler is in G.

We vatten de ruimte R® op als een groep met (0,...,0) als
eenheidselement en codrdinaatsgewijze optelling als groepswet.
Bewijs dat de ‘lijn’ L = {(a,0,2a) | a € R} een normaaldeler
is in R3, en dat R®/L = R?. (Hint: bedenk een homomorfisme
van R? naar R? dat surjectief is en dat precies L als kern heeft)
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Gegewen: T = (5-2?009)(2*/5‘0’}(2 ?9/(/2)
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